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Â ðàáîòå âûâîäèòñß êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëß ãèëüáåðòîâîçíà÷íûõ
ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.
In this paper we derive a canonical decomposition for Hilbert-valued
semimartingales with stochastic integrals.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåìèìàðòèíãàë, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òðè-
ïëåò ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.
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Ââåäåíèå
Ïóñòü Ω,F - èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ñ âûäåëåííûì íà íåì íåóáûâàþùèì
íåïðåðûâíûì ñïðàâà ñåìåéñòâîì FttC0 σ-àëãåáð Ft òàêèõ, ÷òî F   -tC0Ft; è
X   Xt,Ft;H - ñåìèìàðòèíãàë, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèß â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H, ò.å.
Xt  X0 Mt  Vt, (1)
ãäå M > MlocH - ëîêàëüíûé ìàðòèíãàë è V > VlocH - ïðîöåññ ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ   µ dt, dx öåëî÷èñëåííóþ ñëó÷àéíóþ ìåðó ñêà÷êîâ ñåìè-
ìàðòèíãàëà X:
µ 0, t,Γ   Q
0@sBt
I ∆Xs > Γ , Γ > B H 0 , (2)
ãäå B  σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.
Äëß ñåìèìàðòèíãàëîâ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèß â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå H ñî ñâîéñòâîì Ðàäîíà-Íèêîäèìà (â ÷àñòíîñòè, â ðåôëåêñèâíîì ïðî-
ñòðàíñòâå), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå (ñì. [1]):
Xt  X0 Bat Mat  S t
0
SYxYAa xµ ds, dx (3)
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ñ ïðåäñêàçóåìûì ïðîöåññîì Ba   Bat ,Ft;H èç êëàññà ïðîöåññîâ ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìîé âàðèàöèè AlocH è ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãà-
ëîì Ma >M2loc H . Â îòëè÷èè îò (1) òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.
Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ïðåäñòàâëåíèå (3) äëß ñëó÷àß H   H, ò.å. äëß ñëó-
÷àß ñåìèìàðòèíãàëîâ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèß â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äëß ãèëüáåðòîâîçíà÷íîãî ïðîöåññà X äëß i C 1 ÷åðåç xi áóäåì îáîçíà-
÷àòü äåéñòâèòåëüíûå ïðîöåññû, îïðåäåëßåìûå ðàâåíñòâàìè xit   ei,Xt, ãäåei - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H, ò.å. Xt   x1t, x2t,. Òîãäà M >M2locH
ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ïðåäñêàçóåìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïðîöåññîâ ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìîé âàðèàöèè @ mi,mj Ai,jC1 òàêèõ, ÷òî mimj @ mi,mj A - ëîêàëüíûé ìàð-





Äàëåå áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå, ðàññìîòðåííîé â [3], äëß äåéñòâèòåëüíûõ ñåìè-
ìàðòèíãàëîâ. Èçâåñòíî [4], ÷òî Ma >M2locH äîïóñêàåò (è ïðèòîì åäèíñòâåííîå)
ðàçëîæåíèå â ñóììó íåïðåðûâíîãî è ÷èñòî ðàçðûâíîãî ìàðòèíãàëîâ M  M c è
Mad.
Ïðåäñòàâëåíèå (3) ìîæíî òåïåðü ïåðåïèñàòü â âèäå (ïîëàãàß äëß îïðåäåëåííî-
ñòè a   1):
Xt  X0 Bt Mt Mdt  S t
0
SYxYA1 xµ ds, dx . (4)
Áîëåå òîãî, êàê è äëß ñëó÷àß H  R èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
1. Êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãèëüáåðòîâîçíà÷íûõ ñåìèìàðòèíãàëîâ
Òåîðåìà. Ñåìèìàðòèíãàë X   Xt,Ft;H äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå:
Xt  X0 Bt Mt  S 1
0
SYxYB1 xdµ  ν  S t0 SYxYA1 xµ ds, dx , (5)
ãäå B   Bt,Ft;H - ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ èç êëàññà AlocH (ïðîöåññû ñ ëîêàëü-
íî èíòåãðèðóåìîé âàðèàöèåé), M   Mt,Ft;H > MclocH (íåïðåðûâíûé ëîêàëü-
íûé ìàðòèíãàë), µ   µds, dx - ìåðà ñêà÷êîâ ñåìèìàðòèíãàëà X è ν   νds, dx
- åå êîìïåíñàòîð.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (4) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü. ÷òî
Mdt   S t
0
SYxYB1 xdµ  ν. (6)
Â îòëè÷èè îò òåîðåìû 2 â [5] µ -ìåðà ñêà÷êîâ ñåìèìàðòèíãàëà X, à íå ëîêàëüíîãî
ìàðòèíãàëà Md.
Áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Xt   At Mdt , ãäå A - ïðåäñêà-
çóåìûé ïðîöåññ èç êëàññà AlocH è Md >Md,2locH.
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Òàê êàê ŁP0@sBt Y∆XsY21~2 B Ł2P0@sBt Z∆Mds Z21~2  2P0@sBt Y∆AsY , òîŁPsB  Y∆XsY21~2 > AlocR è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1 â [3]
Q
sB 
Y∆XsY2 ~1  Y∆XsY > AlocR. (7)
Â ñèëó òåîðåìû 1 â [5] ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû
Zt  S t
0
S




Y∆YsY2 ~1  Y∆YsY > AlocR,
ãäå Yt   RYxYB1 xµt, dx  RYxYB1 xνt, dx.





IY∆XsY B 1 Y∆XsY2 Q
sBt
\SYxYB1 xνs, dx\2¡ B
B 2Q
sBt
IY∆XsY B 1 Y∆XsY2 Q
sBtSYxYB1 YxY2 νs, dx¡ . (8)
Ïðè SxS B 1, x >R, x2~1  SxS B x2 B 2x2~1  SxS, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (7)
α Q
sB 
IY∆XsY B 1 Y∆XsY2 > AlocR.
Ïóñòü τn - ëîêàëèçóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëß ýòîãî ïðîöåññà, ò.å. τn  ª
è Eατn @ª. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (8) è Ëåììû 1 â [5] êàê è â ðàáîòå ([3], c. 383)
âûòåêàåò, ÷òî EPsBτn YYsY2 B 4Eατn @ª.
Èòàê, PsB  YYsY2 > AlocR, ñëåäîâàòåëüíî, PsB  YYsY21YYsY > AlocR, ïðîöåññ Z  Zt,Ft;H îïðåäåëåí è ßâëßåòñß ÷èñòî ðàçðûâíûì ëîêàëüíûì ìàðòèíãàëîì ñ∆Z  
Y . Äëß äîêàçàòåëüñòâà (6) íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ∆Md  ∆Z èëè ∆X ∆A  ∆Z,
íî ∆Xt   RYxYB1 xµt, dx è ∆Z   Y , ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû ∆A è ŁRYxYB1 xνt, dxtC0 P-íåðàçëè÷èìû. Äëß ýòîãî
íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∆A, ei è ŁRYxYB1x, eiνt, dxtC0 P-íåðàçëè÷èìû ïðè
êàæäîì i C 1, ãäå ei - íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H. Â ñèëó òåîðåìû
13 èç ãë. IV êíèãè [7] (c. 93) äîñòàòî÷íî óáåäèòüñß, ÷òî äëß ëþáîãî êîíå÷íîãî
ïðåäñêàçóåìîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ P-ï.í. âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:∆A, eiτ   SYxYB1x, eiντ, dx. (9)
Ñïðàâåäëèâîñòü (9) âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèß (ñì. òàêæå [6])∆A, eiτ   E∆Xτ , eiSFτ  
  ESYxYB1x, eiµτ, dxSFτ   SYxYB1x, eiντ, dx. (10)
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Ðàçëîæåíèå (5) äîêàçàíî.
2. Òðèïëåò ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñåìèìàðòèíãàëà
Îòìåòèì, ÷òî èç (5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
∆Bt   SYxYB1 xνt, dx. (11)
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ìåðû ν, äîêàçàííîå â ðàáîòå [8] äëß ñåìèìàðòèíãàëîâ,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèß â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ðàñïðîñòðàíßåòñß íà ñëó-
÷àé ãèëüáåðòîâîçíà÷íûõ ñåìèìàðòèíãàëîâ.
Ëåììà. Ïóñòü X   Xt,Ft;H - ñåìèìàðòèíãàë, òîãäà êîìïåíñàòîð ñëó÷àé-




H0 YxY2 , 1dν @ª. (12)




äëß a   1. Òîãäà â ñèëó Ëåììû 1 â [1] ïðîöåññ X  X1 äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå
X X1   A M ñ ïðåäñêàçóåìûì ïðîöåññîì A > AlocH è M >M2locH.




SYxYB1 YxY2 dµ   E QsBt,τn Y∆XsY2 IY∆XsY B 1 B
B 2E Q
sBt,τn
Y∆AsY2 IY∆XsY B 1 B 2E Q
sBt,τn
Y∆MsY2 IY∆XsY B 1. (13)
Òàê êàê Y∆AsY B 1 è Aτn > AH, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè êîíå÷íî.
Äëß ãèëüáåðòîâîçíà÷íûõ ìàðòèíãàëîâ M âòîðîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé
2E YMτnt Y2 (ñì. [4]).
Äàëåå â ñèëó ëåììû 1 â [5]
ES t,τn
0
SYxYB1 YxY2 dν   ES t,τn0 SYxYB1 YxY2 dµ @ª.




H0 YxY2 IYxY B 1dν @ª, t A 0. (14)




H0 IYxY A 1dν @ª. (15)
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Äëß ýòîãî ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ì.î. τn, ïîëàãàß τ0   0, inf ^   ª è
τn1   inft A τn  Y∆XsY A 1. Òîãäà
n C E Q
sBt,τn




H0 IYxY A 1dµ   S t,τn0 SH0 IYxY A 1dν (16)
è, ïîñêîëüêó τn ª P- ï.í., îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (15) è (â ñèëó (14))
óòâåðæäåíèå ëåììû.
Çàêëþ÷åíèå
Ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (5) áóäåò íàçûâàòüñß êàíî-
íè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ñåìèìàðòèíãàëà, à íàáîð B, @mi,mj Ai,jC1, ν - òðè-
ïëåòîì ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñåìèìàðòèíãàëà X. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò
òðèïëåò îïðåäåëßåòñß ïî ïðîöåññó X åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Åñëè ñåìèìàðòèíãàë X ßâëßåòñß ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûì, òî åãî òðè-
ïëåò ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê áóäåò íåïðåðûâíûì: P - ï.í. Ôóíêöèè B è
@mi,mj A,i, j C 1 íåïðåðûâíû è νt,H 0 , t A 0. (ñì. [8]).
Åñëè ñåìèìàðòèíãàë X ßâëßåòñß ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèßìè, òî
êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Ïåòòèñà è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [9] ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîöåññû
B è @mi,mj A,i, j C 1 è ñëó÷àéíàß ìåðà ν íå çàâèñßò îò ω.
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